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iempre que se pretende escribir un libro de una materia de la que existen muchos y muy buenos titulos en el

mercado, se deberdn tener presentes dos cosas, o se elabora un libro pensando que sea ttil como soporte de un
determinado programa, o se pretende introducir alguna mejora, aunque sea solo didactica, que haga aumentar
la claridad de los conceptos tratados. En este sentido, se introducen métodos didacticos sencillos para la perfecta
comprension de los mecanismos matemdticos del dlgebra lineal, estableciendo una metodologia especifica. Por lo
tanto, puede decirse que es un libro eminentemente préctico al que se le ha afiadido la teoria necesaria, y creemos
que suficiente, para entender los procesos matematicos de esta materia, eliminando todas las demostraciones y
corolarios que, aun siendo interesantisimos, creemos que dificultan esta primera aproximacion a una materia tan
importante en el estudio de las ingenierias.

Por otro lado, se puede decir que a un determinado nivel no existen materias dificiles, sino materias o mal
explicadas o explicadas de forma compleja. Un ejemplo de esto lo tenemos en el desarrollo del calculo diferencial,
de la teorfa de la relatividad, el célculo integral o de cualquier otra teoria fisica 0 matematica desarrollada en los
siglos XVII, XVIII y XIX. Por ejemplo, respecto al calculo integral solo los muy avezados de la época eran capaces
de entender lo que genios de la categoria de Leibniz, Gauss o Newton y otros se hallaban desarrollando. Hoy en dia
se podria decir que cualquier estudiante de bachillerato es muy capaz de entender estos conceptos. Esto deberia
bastar a cualquiera que pretenda obtener resultados en una materia cientifica. Otra cosa bien distinta son aquellas
personas que nacen con una capacidad excepcional, estos son los llamados superdotados, y en un plano superior,
los genios.

Ademas, hay que recordar a toda persona que se interese por el aprendizaje del dlgebra que es imprescindible
utilizar no solo la comprensién y el analisis, sino también, y en gran cantidad, la memoria deductiva. Casi con
toda seguridad se puede decir que gran parte de los fracasos en esta materia se deben a que no se han aprendido de
memoria los conceptos bésicos de las matemdticas. Siempre he oido decir: de esto no me acuerdo, observando que
cuando se lo recuerdas debidamente entiende lo que estds tratando de explicarle. En general, para poder recordar
una férmula o un proceso deductivo, es necesario repetirlo muchas veces, es decir, estudiarlo. Para ello dispone-
mos de una ayuda inestimable que no poseen otras disciplinas y que permite almacenar estos conceptos de forma
permanente. Estos son los ejercicios que sirven para entender mejor la teoria y para ayudarnos a pensar, por tanto,
es preciso insistir en la necesidad de volver a hacer varias veces los mismos problemas, sobre todo los méds compli-
cados, y comprobarlos una y otra vez, como se han realizado y comprobado en este libro. También se ha realizado
un esfuerzo considerable para explicar las cosas de una forma lo mds clara posible. Este es el hilo conductor en
la exposicion de las teorfas bésicas del dlgebra lineal, porque si a la dificultad intrinseca de las ideas en las que se
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basan las matemadticas, se le afiade el idioma estructurado que le es propio, se le estd afiadiendo una dificultad mas,
es decir, que es necesaria una traduccion a nivel de ideas de lo que en términos rigurosos se halla perfectamente
estructurado, pero que para una persona que se inicia en estos estudios le resulta a veces de una gran compleji-
dad entender y que en ocasiones le incita a dejar esta materia en aras del estudio de materias mas comprensibles,
trastocando su vocacion inicial de ser ingeniero por otra carrera, cuando en realidad lo tnico que ocurre es que
su escasa preparacion en matematicas basicas le hace concluir que no estd capacitado para estos campos del saber.
En algunos casos, muy pocos, esto es asi, por desgracia, pero en la mayoria es simplemente una cuestion de dedi-
carle las horas necesarias para que el panorama cambie radicalmente, cosa que hemos comprobado en multitud
de ocasiones en alumnos que se autocalificaban de «poco aptos para la matemdtica» y que acababan aprobando
con cierta holgura y en algunos casos, bastantes, llegaban a la médxima calificacién. La mayor parte de la operatoria
matemadtica de los diversos capitulos de este libro, debido a la homogeneidad propia del dlgebra, ha sido realizada
mediante la técnica de la triangulacién de matrices o mediante la consecucion de ceros en filas y columnas en
determinantes, operaciones ambas basadas en las operaciones elementales de filas y columnas. Este tratamiento
facilita enormemente la comprension de las distintas teorfas de esta materia. Ademas, los signos introducidos en
las citadas operaciones elementales permiten controlar y revisar los cdlculos cdmodamente. Todas las operaciones
han sido realizadas paso por paso, sin importar que en muchas ocasiones se repitan conceptos y calculos que, a
pesar de que alguien pudiera calificarlos de innecesarios, repetitivos o machacones, han sido deliberadamente
introducidos para que el lector medio pueda seguir las explicaciones con cierta facilidad. La experiencia docente
nos ensena que en las asignaturas de matematicas, al margen de la dificultad intrinseca de la materia, existe una
gran distancia entre saber exponer correctamente las conclusiones a que se llega en un determinado tema teérico
y su aplicacion préctica en la resolucion de los ejercicios planteados. Y para que el estudio resulte provechoso, sera
necesario contemplarlo de forma secuencial, por lo que se deberd empezar por asimilar correctamente los apar-
tados correspondientes a la teoria y a los problemas resueltos para pasar a continuacién a resolver los problemas
propuestos.

José Manuel CASTELEIRO VILLALBA y Ramé6n ARiLLA LLORENTE



[Imtroduccidn

La matemadtica es una materia de importancia capital en la comprensién de los procesos reales de los que se
ocupa cualquier ciencia pura o aplicada. En los campos de la economia, el marketing y la empresa, que son
los que nos interesan particularmente, el dlgebra constituye una herramienta sumamente ttil para ayudarnos a
controlar los procesos de andlisis de los mercados, en un mundo cada vez mds interrelacionado y globalizado,
donde los grandes volumenes de cifras complican enormemente el control de las operaciones nacionales e inter-
nacionales. La creciente necesidad de las matemdticas ha hecho que aparezcan una serie de economistas cuanti-
tativos que hasta hace poco constituian un grupo poco apreciado dentro de la profesion.

Siempre que se pretende escribir un libro de una materia de la que existen muchos y muy buenos titulos en el
mercado, se deberdn tener presentes dos cosas, o se elabora un libro pensando que sea 1til como soporte de un
determinado programa, o se pretende introducir alguna mejora, aunque sea solo didéctica, que haga aumentar la
claridad de los conceptos tratados. En nuestro caso se dan las dos condiciones; en primer lugar, este libro servira
como soporte de la asignatura de Algebra de ESIC University, y, en segundo lugar, se introducen métodos didéac-
ticos sencillos para la perfecta comprension de los mecanismos matematicos del dlgebra lineal, estableciendo una
metodologia especifica. En este sentido, puede decirse que es un libro eminentemente practico, al punto que se
podria definir como libro de problemas, al que se le ha anadido la teoria necesaria, y creemos que suficiente, para
entender los procesos matematicos de esta materia en su concepcién mas elemental, es decir, que se han eliminado
todas las demostraciones y corolarios que, aun siendo interesantisimos, creemos que dificultan esta primera apro-
ximacién a una materia tan importante en el estudio de la economia, las ingenierias y la ciencias fisicas que se ha
titulado como introduccién al dlgebra lineal.

Este no es un libro de grandes teorias, ni siquiera un libro completo que incluya todos los teoremas relativos al
tema, sino simplemente un libro para aprender a manejar con cierta soltura las matrices, de forma que constituya
un METODO DIDACTICO para ensefiar este tipo de matemdticas de forma fécil y sistemdtica. Ademads es un
LIBRO SECUENCIAL, por tanto conviene no avanzar excesivamente si no se tienen bien cimentados los conoci-
mientos anteriores. Este es, por tanto, un libro que solo pretende un objetivo: ENSENAR A OPERAR CON MATRI-
CES. Para ello se ha insistido en las simplificaciones, que han sido realizadas con todo lujo de detalles.

La mayor parte de la operatoria matematica de los diversos capitulos de este libro, debido a la homogeneidad
propia del dlgebra, ha sido realizada mediante la técnica de la triangulacién de matrices o mediante la consecucién
de ceros en filas y columnas en determinantes, operaciones ambas basadas en las operaciones elementales de filas
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y columnas. Este tratamiento facilita enormemente la comprension de las distintas teorias de esta materia. Ade-
mads, los signos introducidos en las citadas operaciones elementales permiten controlar y revisar los cédlculos
cémodamente.

Todas las operaciones han sido realizadas paso por paso, sin importar que en muchas ocasiones se repitan con-
ceptos y célculos que, a pesar de que alguien pudiera calificarlos de innecesarios, repetitivos o machacones, han sido
deliberadamente introducidos para que el lector medio pueda seguir las explicaciones con cierta facilidad.

La experiencia docente nos ensefia que en las asignaturas de matematicas, al margen de la dificultad intrinseca
de la materia, existe una gran distancia entre saber exponer correctamente las conclusiones a que se llega en un
determinado tema tedrico y su aplicacién practica en la resolucién de los problemas planteados. Y para que el
estudio resulte provechoso, serd necesario contemplarlo de forma secuencial, por lo que se debera empezar por
asimilar correctamente los apartados correspondientes a la teorfa y a los problemas resueltos para pasar a conti-
nuacion a resolver los problemas propuestos.

Ademis es un LIBRO AUTODIDACTICO; lo que pretende es facilitar el estudio de los diversos tipos de matri-
ces que aborda, de forma que no se necesite ayuda alguna para su comprension, por lo se ha utilizado la literatura
mds sencilla posible aunque en ocasiones resulte prolija, pero se ha seguido el consejo del genial fisico teérico
L. Boltzman, que dijo: «Cuando se hace ciencia, la elegancia se dejara para sastres y zapateros».

Por dltimo, quisiera agradecer a las siguientes personas su apoyo, ayuda y comprension:

A Eduardo Gémez Martin (presidente de ESIC) y a Simén Reyes Martinez Cérdova (presidente de la Junta de
Gobierno y presidente de Honor de ESIC), asi como a ESIC Business & Marketing School y a su gran editorial,
dirigida por Ignacio Soret, por haber hecho posible la edicién de este libro.

José Manuel CASTELEIRO VILLALBA



Mlatrices

1.0 INTRODUCCION

1 objetivo del presente capitulo es dar a conocer una herramienta de cdlculo sumamente ttil para el trata-
miento de ecuaciones lineales, ademds de mostrar los distintos tipos de matrices que se utilizan y su particular
operatoria.

No hay que confundir una matriz con un determinante aunque tengan una notacién y un aspecto parecido.
El término «matriz» fue utilizado por vez primera por el matematico inglés James J. Sylvester (1814-1897) para
designar una informacién numérica dispuesta segin un conjunto de filas y columnas, mientras que el concepto
de determinante, que no es mds que un numero, fue desarrollado con anterioridad y representa una categoria
légica totalmente diferente.

El célculo matricial tiene un gran abanico de aplicaciones en fisica, ingenieria, economia, econometria, mar-
keting, administracién de empresas, etc.

1.1 DEFINICION DE MATRIZ
Una matriz es un ordenamiento rectangular de escalares (niimeros) en filas y columnas encerrados en un
corchete o en un paréntesis.

Las matrices de las que vamos a hablar son numéricas o alfanuméricas, es decir, compuestas de nimeros o
de nimeros y letras. Simboélicamente se escribira:

A=(A)=[A] (1.1)

Cuando no exista ambigiiedad, no se utilizara ni el corchete ni el paréntesis, solo letras mayusculas. En este
libro se utilizara la notacién entre corchetes. Por extensidn, las matrices se pueden escribir:
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Términos (1.2)

Se llama TERMINO o elemento de una matriz a cada uno de sus valores. Se representa por a;;, donde el pri-
mer subindice corresponde a la fila y el segundo a la columna donde se halla ubicado. Asi, el término as; se halla
situado en la tercera fila, quinta columna.

Ejemplo 1.1 Senalar el término ubicado en la segunda fila y tercera columna (a,;) en la siguiente matriz:

2 2 3
A=|6 9a b
b 0 4

el término que ocupa la segunda fila y tercera columna es el b.

1.1.1 ORDEN O DIMENSION DE UNA MATRIZ

El orden o dimension de una matriz es el nimero de filas y columnas que posee. Se representa por (m,n),
donde m es el ndmero de filas y n el de columnas. Asi, una matriz de orden (5,3) tendrd 5 filas y 3 columnas.

Ejemplo 1.2 Hallar el orden de la siguiente matriz:

2 1 =313
A=|-1 =2 2 1 0
0 5 4 1 2

la matriz tiene 3 filas y 5 columnas, luego el orden serd (3,5).
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1.2 IDENTIDAD DE MATRICES

Dos matrices son idénticas cuando tienen los mismos elementos. Esta relacion se utiliza en algunos proble-
mas como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.3 Hallar los valores a, b, ¢, d, e y f de la matriz A, sabiendo que es idéntica a la matriz B.

2a+1 3e+1 2 0 4 2
A=l 26 f 5 B=|3 0 5
a—-2c a—-d 8 4 1 8

Igualando ambas matrices, se tendré:
2a+1 3e+1 2 0 4 2
2 f 5|=[3 0 5
a—-2c a—d 8 4 1 8

Identificando los términos que guardan la misma posicion relativa, se obtendra:

1
2a+1=0 ———————>»  a=——
2

3

2b=3 — > b==—
2

9
a_ZC:4 B — c=——
4

3e+1=4 E—— e=1

f=0

B — 3
a—d=1 d=—>
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1.3 TIPOS DE MATRICES
La nomenclatura de los distintos tipos de matrices es la siguiente:
1.3.1 MATRIZ RECTANGULAR

Es la que tiene distinto niumero de filas que de columnas.

a11 a12 a13 a].n
aZl a22 aB aZn
A=lay a; ay a3, (1.3)
aml am2 am3 amn
Orden de la matriz A (m,n).
Ejemplo 1.4 Hallar los érdenes de las siguientes matrices rectangulares:
- 405 3
A= 31 B={6 0 2 3
5 3 2 8
2 1
el orden de la matriz A es (4,2) y el de la matriz B (3,4).
1.3.2 MATRIZ FILA
Es la matriz rectangular que solo tiene una fila.
Az[a11 a, a; .. a,n:l (1.4)

Esta matriz también se llama vector fila.
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Ejemplo 1.5 Hallar el orden de la siguiente matriz fila:
A=[2 3 0 0]

el orden es (1,4); 1 fila y 4 columnas.

1.3.3 MATRIZ COLUMNA

Es la matriz rectangular que solo tiene una columna. Se puede escribir de dos formas diferentes, con una
llave o con corchetes.

a11 a11
ay ay
a31 aSl
A=| . |=1 . (1.5)
_aml_ aml

Esta matriz también se llama vector columna.

Ejemplo 1.6 Hallar el orden de la siguiente matriz columna:

N OO

el orden serd (4,1); 4 filas y 1 columna.
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1.3.4 MATRIZ NULA

Es la que tiene todos sus términos nulos. Puede tener cualquier orden.

00 0
00 . .0
A=|. . . .. (1.6)
0 0 0
1.3.5 MATRIZ CUADRADA
Es la que tiene igual nimero de filas que de columnas.
a, a, a; .. a,
A, Ay Ay ... Ay
A=|a, a, a,; .. a, (1.7)
a, a, a; .. a,

orden (n,n), pero se suele escribir orden (n).

Ejemplo 1.7 Hallar el orden de la siguiente matriz:

1 -1 0
A=|3 6 0
2 3 0

Como tiene tres filas y tres columnas, el orden serd (3,3), pero como se indic6 anteriormente se suele indicar
con un solo nimero. En este caso, la matriz se dice que tiene orden 3.
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1.3.5.1 Diagonales de una matriz cuadrada

Toda matriz cuadrada tiene dos diagonales, una de las cuales es llamada diagonal principal y la otra diago-
nal secundaria. En la figura se tendra:

Diagonal principal Diagonal secundaria
T~ aI a, a; . ,,al"é{
aZ aZ . a2 a2n
A=|a, a, A Ay, (1.8)
a nl a n2 a n3 ann

Las matrices rectangulares, l6gicamente, no tienen diagonales, pero definiremos la diagonal de la mayor
matriz cuadrada que contenga y la llamaremos para entendernos pseudodiagonal. Esta pseudodiagonal tiene
una gran importancia en el cdlculo, como tendremos ocasién de comprobar mas adelante.

Ejemplo 1.8 Senalar la pseudodiagonal en las matrices A y B.

1 2 2

1 6 0 3 0 1 3 0 3
A={-2 2 0 -4 0 -2 B=|5 5 9
3 45 9 0 6 8§ 8 5

6 3 2

La mayor matriz cuadrada que contiene la matriz A es de orden 3, luego la pseudodiagonal serd la senalada en
la matriz:

Pseudodiagonal
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De igual forma se obtendra la pseudodiagonal en la matriz rectangular B, esto es:

Pseudodiagonal

1.3.5.2 Traza de una matriz cuadrada

Es la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada.

Tr{A)=a, +a,+a,..+a, (1.9)
Ejemplo 1.9 Hallar la traza de la matriz A.
1 5 3
A=|1 3 0
5 6 4
La traza de la matriz A sera:
T(A)=1+3+4=38
1.3.6 MATRIZ DIAGONAL
Es la matriz cuadrada que solo tiene distintos de cero los elementos de la diagonal principal.
a 0 0
A=l0 b 0 (1.10)
0 0 ¢

con a, b y ¢ escalares cualesquiera.
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Ejemplo 1.10 Escribir la matriz diagonal cuyos términos son 1, 3 y 4.

A=

S O =
S W O
= O O

1.3.7 MATRIZ ESCALAR

Es la matriz diagonal cuyos términos son todos iguales entre si y distintos de cero. En una matriz genérica
de orden 3 sera:

a 0 0
A=|0 a 0 (1.11)
0 0 a
donde a es un escalar.
Ejemplo 1.11 Escribir una matriz de orden 3 con el escalar 3.
300
A=|0 3 0
0 0 3
1.3.8 MATRIZ UNIDAD
Es la matriz escalar cuvo valor es la unidad.
1 0o . O
01 . 0
I,=|0 1 .0 (1.12)
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Se denota por (I,) con n igual al orden, es decir:

1
10
L=1] Izz[o J g:g

1.3.9 MATRIZ OPUESTA

Se dice que una matriz es la opuesta de una matriz dada A, y se denota por (—A), cuando tiene todos los tér-

minos iguales y contrarios.

Ejemplo 1.12 Hallar la matriz opuesta de la siguiente matriz A:

-4 0 5 3
A=l 6 0 -2 3
5 -3 2 8
La matriz opuesta de la matriz A sera:
4 0 -5 -3
-A=|-6 0 2 3
-5 3 -2 -8

1.3.10 MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

Se llama matriz triangular superior a toda matriz cuadrada cuyos términos situados por debajo de la dia-

gonal principal son nulos.

\a‘l‘-\ a2 a 3 a 4
0 0 ¢ c
0 0 0 d,
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1.3.11 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR

Se llama matriz triangular inferior a toda matriz cuadrada cuyos términos situados por encima de la dia-
gonal principal son nulos.

a, 0 0 0
A=|Pr b 00 (1.14)

€ € & 0

d, d, d, d,

1.4 OPERACIONES CON MATRICES

Las operaciones con matrices que vamos a estudiar son las siguientes:

1. Suma de matrices
2. Producto de un escalar por una matriz

3. Producto de matrices

Veamos cada una por separado.

1.4.1 SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES

Para sumar o restar matrices deberdn tener el mismo orden, y la operacion se realizara sumando los términos
que ocupan igual posicion en las matrices implicadas. En esquema, y utilizando como ejemplo genérico matri-
ces de tercer orden, se tendra:

a, a, a, b, b, b, a,tb, a,*b, a,xb,
At*B=|a, a; a,|t|/b, by, b,|=|a,tb, a,tb;, a,tb, (1.15)
a, ay; a, b, b, b, a,tb, a,tb, a,tb,
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Ejemplo 1.13 Hallar la suma de las matrices siguientes:
S=A+B-C
donde:

Sumando las matrices quedara:
so[ 1ol [-1 3] Jo 2] [0 1
-3 2 2 0 1 -3 -2 5
1.4.1.1. Propiedades de la suma algebraica de matrices

Las propiedades de la suma de matrices son las siguientes:

A) Propiedad asociativa

La propiedad asociativa sera:

(A+B)+C=A+B+C)=A+B+C (1.16)

Ejemplo 1.14 Demostrar, con las matrices del ejemplo anterior y de acuerdo con la propiedad asociativa, la
siguiente operacion de matrices:

(A+B)-C=A+(B-0)

1) Primera parte de la igualdad (A + B) - C
A+B= 1 0 " -1 3|_|0 3
-3 2 2 0 -1 2

eod-e= HY A 4
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2) Segunda parte de la igualdad A + (B - C)
B_CZ[—I 3}_[0 2}2[—1 1}
2 0 1 -3 1 3
A+(B_C):[1 0}[—1 1}{0 1}
=3 2 1 3 -2 5

B) Propiedad conmutativa

La propiedad conmutativa sera:

A+B=B+A (1.17)

Ejemplo 1.15 Comprobar esta igualdad con las matrices A y B utilizadas en los problemas anteriores.

1) Primera parte de la igualdad A + B
aapo| 1 O] [-1 3]_[o 3
-3 2 2 0 -1 2

2) Segunda parte de la igualdad B + A

w2 % oM 2]

C) Elemento neutro 0

El elemento neutro es la matriz nula [0].

A+0=A

0+A=A (1.18)
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D) Elemento simétrico

El elemento simétrico es la matriz opuesta (—A).

A+(-A)=0
A)+A=0

1.4.2 PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ

(1.19)

El producto de un escalar k por una matriz A sera el producto de dicho escalar por todos y cada uno de los

términos de la matriz. Es decir:

a, a, .. a, ka, ka,
KA =k b, b, .. b, |_|kb, kb,
Cu Cm Com ke, kc,

ka,,
kb,,

ke

nm

-1 0 4
A= 5 -4 1
2 0 0

el producto sera:

(1.20)
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Ejemplo 1.17 Calcular la matriz C, sabiendo que:

C=2A-3B
donde:
1 0 3 2 -1 2
A=12 4 0 B={0 3 4
0 1 3 0O 0 O
operando, se tendra:
1 0 3 2 -1 2 2 0 6 6 -3 6 -4 3 0
C=21{2 4 0[-3|/0 3 4i=(4 8 0|-/10 9 I2|=|4 -1 -12
01 3 0O 0 O 0 2 6 0O 0 O 0 2 6

NOTA 1.1

Si se detecta en una matriz que todos sus términos son multiplos de uno dado, este se podra sacar como fac-
tor comun.

Ejemplo 1.18 La siguiente matriz A tiene todos sus términos multiplos de 2, luego sacando factor comun el 2
quedara:

2 40 1 20
A=|0 2 0|=2]|0 1 O
6 8 6 3 4 3

1.4.2.1 Propiedades del producto de un escalar por una matriz

Las propiedades del producto de un escalar por una matriz son las siguientes:
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A) Propiedad distributiva del producto de un escalar por una matriz respecto de la suma de escalares

Esta propiedad es la siguiente:

(a+b)A=aA+bA (1.21)

con ay b escalares cualesquiera.

Ejemplo 1.19 Comprobemos esta propiedad con la matriz A

1 -2 2
A={0 1 0
30 =2

y los escalares 2 y a. Con ello se tendra:

2+a)A=2A+aA
1) Primera parte de la igualdad (2 + a)A
1 -2 2 24a —-4-2a 4+42a

2+a)A=2+a)|0 1 0 |=| O 2+a 0
3 0 =2 6+3a 0 —4-2a

2) Segunda parte de la igualdad 2A + aA

1 =2 2 1 =2 2
2A4+aA=2{0 1 O |+a|0 1 0 |=
3 0 -2 3 0 =2
2 -4 4 a —2a 2a 2+a -4-2a 4+2a
=0 2 01+ 0 a 0 [=] O 2+a 0
6 0 —4 3a¢ 0 —2a 6+3a 0 —4—-2a
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B) Propiedad distributiva del producto de un escalar por una matriz respecto de la suma de matrices

Esta propiedad es la siguiente:

a(A+B)=aA +aB (1.22)

donde a es un escalar cualquiera.

Ejemplo 1.20 Comprobemos esta propiedad con a = 3 y las matrices A y B:

2 0 -1 30 -2
A=13 5 0 B=[{0 1 0
01 1 2 0 3
1) Primera parte de la igualdad 3(A +B)
2 0 -1 30 2 5 0 -3 5 0 -9
3(A+B)=3||3 5 0 |+/0 1 0 ||=3|3 6 0 |=[9 18 0
0 1 1 2 0 3 2 1 4 6 3 12
2) Segunda parte de la igualdad 3A + 3B
2 0 -1 3 0 2 6 0 -3 9 0 -6 5 0 -9
3A+3B=3|3 5 0 [+3|0 1 0 |={9 15 0 (+0 3 0 (=9 18 0
01 1 2 0 3 0 3 3 6 0 9 6 3 12

C) Propiedad asociativa mixta

La propiedad asociativa mixta es la siguiente.

a(bA) = (ab)A (1.23)
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Ejemplo 1.21 Al igual que hicimos en los casos anteriores y utilizando las mismas matrices y los mismos escala-
res comprobaremos esta propiedad con la siguiente expresion:

3(aA) = (3a)A

1) Primera parte de la igualdad 3(aA)

2 0 -1 2a 0 =-—a 6a 0 -3a
3(aA)=3|a|l3 5 0 ||=3|3a 5a 0 |={9 15a O
0 1 1 0 a a 0 3a 3a

2) Segunda parte de la igualdad (3a)A

2 0 -1 6a 0 -3a
(3a)A=Ba)|{3 5 01|={9% 15a 0
01 1 0 3a 3a
D) Elemento unidad
El elemento unidad es el 1.
A=A (1.24)
E) Elemento neutro
El elemento neutro es el 0.
0A=0 (1.25)
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1.4.3 PRODUCTO DE MATRICES

Para multiplicar dos matrices serd necesario cumplir el siguiente requisito:

El nimero de columnas de la primera matriz debera ser igual al nimero de filas de la segunda

Este requisito en términos de orden sera:

(m, B)V(B ,N) = (m,n)

P~ (1.26)

Donde el orden de la 1.2 matriz es (m,p), y el de la 2.2 matriz es (p,n), por tanto, el orden de la matriz resul-
tante sera (m,n).

La forma de operar dos matrices AB sera la siguiente:

FILAS DE LA PRIMERA MATRIZ (A) POR COLUMNAS DE LA SEGUNDA MATRIZ (B)

es decir:

La primera fila de A por todas las columnas de B generard la primera fila de la matriz producto AB.
La segunda fila de A por todas las columnas de B generard la segunda fila de la matriz producto AB.

La tercera fila de A por todas las columnas de B generard la tercera fila de la matriz producto AB, y asi suce-
sivamente.

Para entender cémodamente el proceso, utilizaremos una matriz genérica de tercer orden. Con dicha matriz
la operacién AB serd como sigue:
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Fijémonos solo en la generacion de la primera fila de la matriz producto:

a a, a,||b ¢ 4 ab, +a,b,+ab, ac +ac,+a,c, ad +a,d,+ad,
% ok ok b2 c, d2 = * * %
k0 ok % b3 I d3 % * %

A continuacién, nos fijaremos solo en la generacion de la segunda fila de la matriz producto:

¥ % % bl ¢ d1 % % *
a, as agl|lb, ¢, d,|=|ab+ab,+ab, ac +ac,+ac, ad +ad,+ad,
% ok % ba o d3 % % *

% % bl ¢ d1 % % *
¥ % x| D , G d L= % % *
a, ag a,||by, ¢ d, a,b,+ab, +a,b, a,c +agc,+a,c, a,d +ad,+a.d,

En general, se dice que en el producto de dos matrices AB la matriz A premultiplica a la matriz B y que la
matriz B postmultiplica a la matriz A.

Ejemplo 1.22 Comprobar si son multiplicables las matrices A y B:

01 2
120 123 2 1
A=|% 2 3 B=|0 0 2 0 2
001 31100
301 3
421

Para comprobar si son o no multiplicables, se deberd observar que los 6rdenes de ambas matrices en la dispo-
sicion AB cumplirdn:

(6,3)3,5)=(6,5)

iguales
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es decir, como el orden de la primera es (6,3) y el orden de la segunda es (3,5), seran multiplicables y el orden de
la matriz producto serd (6,5).

En el caso contrario, es decir BA, no es posible, dado que no se cumple el requisito (1.4.3), es decir:

(3,5)6,3)

distintos

de esto se deduce que el producto de matrices no tiene en general la propiedad conmutativa, esto es:

AB=BA (1.27)

Existe un tipo de matrices, denominados conmutables, que si cumplen la propiedad conmutativa.

En el producto de dos matrices, el requisito (1.4.3) permite que las matrices que multiplicar puedan ser tan
grandes como se quiera en el sentido senalado en el siguiente esquema:

a

—

ES ES ES

ES ES ES

ES ES ES

* * * ES ES ES ES ES ES ES ES ES ES

* * * ES ES % * ES ES ES £ £ k

ES %

* * LAS MATRICES PUEDEN CRECER EN EL SENTIDO
Lo ] SENALADO Y SEGUIR SIENDO MULTIPLICABLE

Es decir, que mientras se cumpla que el niimero de columnas de la primera (a) sea igual al niimero de filas
de la segunda (a), el producto de matrices podra ser efectuado.
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Ejemplo 1.23 Hallar el producto AB con las siguientes matrices:

1 -1
0 2 =2
A=-2 1 1 B={-1 1
3 1 =2 0
0 3 -3

El orden de A es (5,3) y el de B es (3,2), luego el orden de la matriz producto sera (5,2).

1 -1 0 M2)+(=D(=D+(0)(0) (1)(=2)+(=D)(1)+(0)(3)
0 0 2|2 =2 (0)(2)+(0)(=1)+(2)(0)  (0)(=2)+(0)(1)+(2)(3)
AB=|=2 1 1 [|-1 1 |=](=2)2)+OD+1)0) (=2)(=2)+D1)+1)(3)
3 1 =20 3 (3)2)+(M(=D+(=2)(0)  3)(=2)+(M)(D)+(=2)(3)
0 3 -3 (0)(2)+(3)(=D+(=3)(0) (0)(=2)+(3)1)+(=3)(3)
es decir:

3 =3

0 6

AB=|-5 8§

5 -11

-3 -6

1.4.3.1 Propiedades del producto de matrices
Las propiedades del producto de matrices son las siguientes:

A) Propiedad asociativa

(AB)C = A(BC) (1.28)
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Ejemplo 1.24 Comprobemos esta propiedad con las matrices A y B del ejemplo anterior y una nueva matriz C

de valor:
1 2
0 1

@)
Il

1) Primera parte de la igualdad (AB)C

Como AB es un producto conocido, se podré poner:

3 -3 3003
0 6 |r, ,7|0 6
(AB)C=|-5 8 [0 J— 5 -2
5 -1 5 -1
-3 -6 -3 -2

2) Segunda parte de la igualdad A(BC)

En primer lugar, calculemos BC:

el resultado lo premultiplicamos por A, y queda:

1 -1 0 3 3
0o 0 2 2 42 0 6
ABC)=|-2 1 1 ||-1 -1|=|-5 =2
3 1 -2(]0 3 5 -1
0 3 -3 -3 -12
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B) Propiedad distributiva

Existen las dos siguientes propiedades distributivas:

(1) (A+B)C=AC+BC
(20 AB+C)=AB+AC (1.29)

Ejemplo 1.25 Comprobemos la propiedad distributiva n.° 1 con las siguientes matrices:

2 0 -1 30 -2 2
A={3 5 0 B=|0 1 O C=|0
0 1 1 2 0 3 1
1) Primera parte de la igualdad (A + B)C
Veamos si se puede efectuar la operacién:
[(3,3)+(3,3) |3, =(33)3,)=(3,1)
si se puede, luego:
2 0 -1 30 =21)2 5 0 =3||2 7
(A+B)C=||3 5 01|+|/0 1 O 0|=[3 6 0 [|0|=|6
0 1 1 2 0 3 1 2 1 4|1 8
2) Segunda parte de la igualdad AC + BC
2 0 -1}|2 30 =2][2 3 4 7
AC+BC=3 5 0 |[|0[+|0 1 O ||Of=|6]|+|0]|=|6
01 1|1 2 0 3|1 1 7 8
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Ejemplo 1.26 Comprobemos la propiedad distributiva n.° 2

Esta segunda operacidn no se puede realizar con las mismas matrices, ya que el producto de matrices no goza
de la propiedad conmutativa, como se observ6 anteriormente. Utilicemos las siguientes matrices:

Veamos si se puede efectuar la operacién:
(33 B+ ]=3,3)31)=(3,1)
efectivamente se puede, luego procedamos a realizar la operacion:

1 ) Primera parte de la igualdad A(B + C)

2 0 -1 2 3 2 0 -1{|5 8
AB+C)=|3 5 0 O|+{6|[=[3 5 0 ||6]|=|4
01 1 1 1 0 1 11|2 8
2) Segunda parte de la igualdad AB + AC
2 0 -1(|2 2 0 -1(|3 3 5 8
AB+AC=|3 5 0 ||0[+|3 5 0 ||6|=6]|+|39|=|45
01 1/{|1 0 1 1|1 1 7 8

C) Elemento neutro

FElemento neutro es la matriz unidad. Cualquier matriz multiplicada por la matriz unidad es ella misma.

Al=A
IA=A (1.30)
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1.4.3.2 Matrices conmutables

Se dice que dos matrices son conmutables cuando cumplen la propiedad conmutativa:

AB=BA (1.31)

Ejemplo 1.27 Comprobar si las siguientes matrices son conmutables:

S
o2 0L I 8]
w2 8]

1) Producto AB

2) Producto BA

luego, son conmutables.

NOTA 1.2

Dos matrices cuadradas del mismo orden siempre son multiplicables, lo que no quiere decir que sean con-
mutativas.

Ejemplo 1.28 Comprobar que las siguientes matrices A y B no tienen la propiedad conmutativa:

=ft] el ]



1) Producto AB

2) Producto BA

de forma que:

1.5 POTENCIA DE MATRICES

Matrices

wey S50
m-[2 92 2]

AB # BA

K

Il
| —
(92 \S)

39

Para elevar una matriz a una potencia, se debera multiplicar por si misma tantas veces como indique el

exponente. Es decir:

A" = AAA...A

Ejemplo 1.29 Hallar la tercera potencia de la siguiente matriz:

multiplicdndola tres veces por si misma, se obtendra:

] | R R P

(1.32)

21
0 8
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1.6 MATRIZ INVOLUTIVA

Se llama matriz involutiva a toda matriz que multiplicada por si misma da la matriz unidad.

AA=1 (1.33)

Ejemplo 1.30 Comprobar que la siguiente matriz es involutiva:

143
A= 2 2
o
2 2

1
En primer lugar, como la matriz es multiplo de 5 se sacard este factor comun y se obtendra:

-lg il

2 2

A continuacién, multiplicandola por ella misma quedara:

et e SR RE

1.7 MATRIZ IDEMPOTENTE

Se llama matriz idempotente a toda matriz que multiplicada por si misma da la misma matriz.

A=A (1.34)
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Ejemplo 1.31 Comprobar que la siguiente matriz es idempotente:

A:[z —1}
2 —1
Multiplicandola por ella misma, quedara:
o2 -2 - [a-2 2] _[2 4
2 -1(12 -1 4-2 -2+1 2 -1
1.8 MATRIZ NIHILPOTENTE

Se llama matriz nihilpotente a toda matriz que multiplicada por si misma da la matriz nula.

A"=0 (1.35)

Ejemplo 1.32 Comprobar que la siguiente matriz es nihilpotente:

A= 0 3
0 0
Multiplicandola por ella misma, quedara:
2|0 3o 3]_o o
0 0|0 O 0 0

1.9 OPERACIONES CON MATRICES PARTICIONADAS EN BLOQUES DE MATRICES

Toda matriz puede ser dividida o particionada en bloques de matrices trazando lineas discontinuas en su
seno, de forma que la matriz resultante queda reducida a otra de un orden menor.
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Cada elemento de esta nueva matriz es una submatriz elemental. Esta matriz particionada resultante puede
ser operada de acuerdo con las reglas generales de la operatoria de matrices.

La particiéon de matrices no es tnica, sino que se pueden dividir en bloques de diversas formas.

Ejemplo 1.33 Dividir la matriz A de orden (6,5) en bloques de matrices de las siguientes maneras:

1) En una matriz resultante cuadrada de orden (2)

1 -1:2 0 1
2 013 4 2

4|5 0 402 _[AnwAu}
0 4 9 6 0| A, A,
3 3.0 3 3
6 2.0 1 2]

2) En una matriz resultante rectangular de orden (3,2)

1 -1:2 0 1
2. 0.3 2 2 14| 4

A= A
0 4 9 6 0f |-*+%
3 03 0 3 3| A
6 2 0 1 2]

1.9.1 SUMA DE MATRICES PARTICIONADAS

Para sumar matrices particionadas, los bloques deberan ser elegidos de forma que las matrices resultantes
tengan el mismo orden.
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Ejemplo 1.34 Sumar las siguientes matrices particionadas A y B:

43

1 3.1 3 1 0O 0;1 31
2 2:2 010 2 2.2 13
A=l0 0 3 2 3 B=|1 -1.0 2.0
0 1i6 -2 4 1 0.6 -2 4
3 =110 0 i-2 0 =113 01-=2
la suma sera:
All A12 A13 Bll BIZ Bl3 All +Bll AIZ + BIZ AIZ + BIZ
A+B=|A, A, A,|+|B, B, B,|=|A,+B, A,+B, A,+B,
A31 A3Z A33 B31 B32 B33 A31 + B3l A32 + B32 A33 + B33
sumando cada uno de los bloques por separado, quedara:
1 3.2 o6 2
A, +B, A,+B, A,+B, 4 4 4 1 3
A+B=|A,+B, A,+B, A,+B,|=[1 -1 3 4 3
A +B, A,+B, A,+B,| |1 1 12 -4 8
3 213 04

con cualquier otra particién coherente hubiese salido el mismo resultado.

1.9.2 PRODUCTO DE MATRICES PARTICIONADAS

Para multiplicar matrices particionadas, se deberd tener en cuenta que las particiones permitan la multipli-
cacion de los bloques. Se aplicard la regla del producto de matrices dada en el punto 1.4.3. Esta forma de operar

puede resultar atil cuando multipliquemos grandes matrices.
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Ejemplo 1.35 Calcular el producto de las matrices del problema anterior.

Particionando coherentemente las matrices A y B en matrices cuadradas de orden (2), quedard:

1 3 1 3 1 00 1 3 1

2 2.2 0 0 ; 2 2.2 1 3 ;
A=|0 0.3 2 3 —[ﬁ“iﬂ} B={1 -1 0 2 0 —[g“glz}

0 1 6 —2 4 At 1 0 6 =2 4 AT

3 .10 0 =2 0 -1 3 0 =2

El producto de ambas sera:

A, AIZMBH BIZHAuBﬁAuBM A“BU+AHBZZ}

AB=
[AZI AZZ BZl BZZ A21Bll + A22321 A21B12 + AZZBZZ

En términos de 6rdenes de cada submatriz, tendremos:

A:[(s,z) (3,3)} B_[(z,z) (2,3)}

(2,2) (2,3) 13,2) (3,3)

por lo tanto, multiplicando en términos de orden quedara:

AB:[(s,z) (3,3)“(2,2) (2,3)}_[(3,2)(2,2)+(3,3)(3,2) (3,2)(2,3)+(3,3)(3,3)}

(2,2) (23)]1(3,2) 3,3)] [(2,2)(2,2)+(2,3)3,2) (2,2)(2,3)+(2,3)(3,3)

de donde la matriz resultante sera:

_1(32) (3,3)|_
AB_[(z,z) (2,3)}_[(5’5)]

Realizando cada subproducto por separado, se tendra:



1)

2)

3)

AyB,+A,B, =

0

AyB,+A,B, = |:3

-1

Matrices

oM 2 4l

6 -8
-2 0

AyB,+A,B, = |:

1 3 0 0 1 3 1|1 -1
2 2 |:2 2:|+ 2 0 0|1 O
0 0 3 2 3(|0 -1
10 4
AyBy+AB, =6 2
5 -6
3 1 I 3 1|0 2 0
! 3:|+ 2 0 0|]j6 =2 4
3 2 313 0 =2
28 2 2
A,B,+A,B,=| 6 12 8
21 2 2

21

21

-4 10
4 0
2 2

45
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4)

Ensamblando los bloques se tendra:

6 2 6 12 8
AB=|5 -6 21 2 2
6 -8 2 17 -13

1.10 TRASPOSICION DE MATRICES

Se llama matriz traspuesta de una dada A a la que se obtiene de cambiar las filas por las columnas o vice-
versa. Se denota por At

El orden de las matrices traspuestas se invierte, es decir, si el orden de A es (m,n) el de A* es (n,m).

Ejemplo. 1.36 Hallar la traspuesta de la siguiente matriz:

orden (5,2)

S

1l
U W N =
AN N o O
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cambiando las filas por las columnas se obtiene la matriz traspuesta:

A= 123 45 orden (2,5)
10 9 8 7 6

1.10.1 Propiedades de las matrices traspuestas
Las propiedades de la trasposicién de matrices son las siguientes:
1.2 Propiedad

Si se transpone dos veces una matriz A, se obtiene la misma matriz.

A ]‘ A (1.36)

La trasposicion es una operacioén involutiva.

2.2 Propiedad

La traspuesta de una suma de matrices es la suma de las matrices transpuestas.

(A+B)'=A"'+B' (1.37)

siendo A y B matrices del mismo orden.

Ejemplo 1.37 Comprobemos esta propiedad con las siguientes matrices:

a1 30 g2 0 -1
01 2 1 0 2
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1) Primera parte de la igualdad (A + B)*

t e [-11
arpy=[[t 3 O [z 0 )y _[-1 3 ]|
01 2/ [1 0 2 I N

2) Segunda parte de la igualdad A* + B

1 0 -2 1 -1 1
A'+B'=|3 1|+| 0 0|=l3 1
0 2 -1 2 -1 4

3.2 Propiedad

La traspuesta de un producto de matrices es el producto de las matrices transpuestas. En esta operacion se
invierte el orden de multiplicacion de las matrices.

(AB)' =B'A" (1.38)

con A y B matrices multiplicables.

Ejemplo 1.38 Comprobemos esta propiedad con las siguientes matrices:
1 1 2 22
A= [0 ‘3 0} B=[0 1
1 0
1) Primera parte de la igualdad (AB)!

(|1 -1 2
(AB)_[O 3 o}

-5 30 Y]

— O N
S =N



Matrices 49

2) Segunda parte de la igualdad B'A’:

BtAt:

— O N
S =N

4.2 Propiedad

La traspuesta del producto de un escalar k por una matriz A es el producto de dicho escalar por la tras-
puesta de la matriz.

(kA)' =KA" (1.38)

Ejemplo 1.39 Comprobemos esta propiedad con la siguiente matriz A y el escalar 3:

1) Primera parte de la igualdad (kA)

3 3 6] 3 0

2) Segunda parte de la igualdad kA*
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1.11 MATRICES SIMETRICA Y ANTISIMETRICA

Se llama matriz SIMETRICA a toda matriz cuadrada que tiene iguales los términos que guardan una posicién
simétrica respecto de la diagonal principal. Logicamente, los elementos de dicha diagonal pueden ser cualesquiera.

b d
é : (1.40)
f D
Diagonal principal (eje de simetria)
Toda matriz simétrica es igual a su traspuesta.
Agy =Agy (1.41)

Se llama matriz ANTISIMETRICA a toda matriz cuadrada que tiene iguales y de distinto signo los térmi-
nos que guardan una posicion simétrica respecto de la diagonal principal.

Los elementos de dicha diagonal son nulos.

(1.42)

Diagonal principal (eje de simetria)

Toda matriz antisimétrica es igual a su traspuesta cambiada de signo

t

A s =~ A anrisv (1.43)
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1.11.1 DESCOMPOSICION DE UNA MATRIZ EN SUMA DE UNA MATRIZ SIMETRICA MAS UNA ANTISIMETRICA

51

Toda matriz cuadrada A puede ser descompuesta en suma de una matriz simétrica Ay, y una antisimétrica

Ajnrisiv- Esta descomposicion es vinica.

A=Ag, +A e

donde:

AS[M:%[A+A‘]

A jmism = %I:A'At}

Ejemplo 1.40 Descomponer la siguiente matriz A:

1 0 1
A={-3 -2 0
2 4 -1

Yoo )32} f2 o83

Agy==||-3 -2 0|+[0 —2 4 ||==|-3 -4 4
2 2

2 4 -1 |1 0 -1 3 4 =2

1 0 1][1 -3 2 0 3 -1

Aprsn=—||-3 =2 0]-|0 =2 4||==|-3 0 -4

2 4 -1 |1 0 -1 1 4 0

(1.44)

(1.45)
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Comprobacién de la operacién:
1 2 -3 3 0 3 -1 1 2 0 2 1 0 1
Agy ¥ A =—| =3 =4 4 [+=|=3 0 —4|==|-6 -4 0 |=|-3 -2 0 |=A
23 4 2| 21 4 0 24 8 2|2 4 2
1.12 OPERACIONES ELEMENTALES DE FILAS Y COLUMNAS

Las operaciones elementales entre filas o columnas en matrices son las siguientes:

1) Cambiar de posicién dos filas o dos columnas. Esto lo representaremos con un arco que senala las dos
filas o columnas implicadas.

Ejemplo 1.41 Cambiar de posicién las filas 2.2 y 3.2, y a continuacién cambiar las columnas 1.2 por 3.2 en la
siguiente matriz:

F R
1 1 3 2 1 1 3 2 31 1 2
{6674~3853~5833
38 53 |6 6 7 4| |7 6 6 4
2 14 4 8 2 14 4 8 4 14 2 8

2) Multiplicar o dividir cualquier fila o columna por un niimero o constante cualquiera. Esto lo represen-
taremos introduciendo el niimero o constante con que vayamos a operar en un paréntesis.

Ejemplo 1.42 Multiplicar la primera fila por (-1), la segunda fila por (2) y la cuarta por (1/2), y a continuacién
multiplicar la segunda columna por (2) y la cuarta por (-3) en la siguiente matriz:

(2) (-3)
-Df1 1 3 2 -1 -1 -3 =2 -1 2 -3 6
2|6 6 2 4| = |12 12 4 8| = |12 24 14 -4
355 3 3 5 5 3 3 10 5 -9
1/2)2 4 4 =2 1 2 2 -l 1 4 2 3
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3) Sumar a una fila o columna otra multiplicada por un niimero. Esto lo representaremos introduciendo en
un paréntesis el nimero o constante que queramos operar, para a continuacién con una flecha acodada
indicar a qué fila o columna se lo sumaremos. La flecha acodada siempre indica suma.

Ejemplo 1.43 Multiplicar la primera columna por (-2), por (3) y por (-1) y sumadrsela respectivamente a la
segunda, tercera y cuarta filas en la siguiente matriz:

-) 3 1 1 3 =2 1 1 3 -2 1 1 3 =2
> 2 -1 2 2| _ |2-2 -1-2 2-6 -2+4 0 -3 —4 2

—3 -1 -3 4|  |-3+3 —143 349 4-6| |0 2 6 =2

1 2 4 -3 -1 2-1 4-3 -=3+2 01 1 -1

Las mismas operaciones se pueden realizar sobre las columnas. Esta propiedad, junto a las anteriores, es la
que permite TRIANGULAR UNA MATRIZ.

NOTA 1.3

Una de las ventajas de esta notacién es que con ella es muy fécil repasar los calculos. Para ver qué operacion
se ha realizado sobre una determinada matriz, todo lo que hay que hacer es mirar la matriz anterior.

1.13 MATRICES EQUIVALENTES

Una matriz es equivalente a otra cuando es obtenida de la anterior por operaciones elementales de filas y
columnas.

1.14 FORMA DE OBTENER CEROS EN UNA FILA O COLUMNA DE UNA MATRIZ

Para transformar un término de una matriz en un cero, se observaran los dos casos siguientes:
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1¢= Caso. El pivote esun 1

Se llama PIVOTE al término que vamos a utilizar para conseguir transformar un término en cero. Cuando
el pivote es un 1, bastard aplicar la transformaciéon elemental 3 estudiada en el punto 1.12.

Ejemplo 1.44 Obtener la primera columna de ceros de la matriz siguiente, utilizando como pivote el primer tér-
mino de la diagonal principal.

mediante operaciones elementales de filas se obtendra:

) 3 1 1 3 =2 1 1 3 =2
> 2 -1 2 =2 _ |0 3 -4 2

3 -1 -3 4| |0 2 6 =2

1 2 4 -3 0 1 1 -1

2.° Caso. El pivote es un nimero cualquiera
En este caso se puede proceder de cualquiera de las dos formas diferentes siguientes:
1.2 Forma
Para conseguir hacer ceros en los términos de la primera columna, se multiplicard la primera fila por unas

fracciones formadas por el pivote, que constituye el denominador, siendo los numeradores cada uno de los
valores de la primera columna cambiados de signo.
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Ejemplo 1.45 Hacer ceros en la primera columna de la siguiente matriz:

Pivote

2.2 Forma

55

En esta segunda forma, los ceros en la primera columna se consiguen en dos pasos.

1¢r paso) Se multiplican todas las filas, excepto la del pivote, por dicho pivote, excepto las que sean multiplos

de este.

2.° paso) Se multiplica la primera fila por los valores de la primera columna cambiados de signo (-2),(5) y (—4)
y se suman a cada uno de los valores de las filas correspondientes como indican las flechas acodadas.

Ejemplo 1.46 Hacer ceros en la primera columna de la matriz anterior:

Pivote 1e= PASO 2.2 PASO

3.2 3 =2 -4) 5) ] 3 2 3

G2 -3 2 2| _ >6 -9 6

3)|-5 5 -3 4 =15 15 -9

3|4 2 4 -3 12 6 12
Conclusion:

3 2 3 2
0 -13 0 -2
0 25 o6 2

0 -2 0 -1

Esta segunda forma parece mejor que la primera, por cuanto no aparecen fracciones en la matriz resultante.
Si en la matriz obtenida de la primera forma se multiplican por 3 todas las filas en las que aparecen fracciones,

aparecen los valores obtenidos en la segunda forma.
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1.15 TRIANGULACION DE MATRICES

Triangular una matriz es conseguir un tridngulo de ceros, superior o inferior, por medio de operaciones
elementales de filas y columnas, utilizando los procedimientos estudiados en el punto 1.12. Para ello se trabaja
con la diagonal principal, haciendo ceros en todas y cada una de las columnas situadas debajo de la citada dia-
gonal principal, como se explica en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.47 Transformar la siguiente matriz A en una matriz triangular superior:

1 1 3 =2
a2 12 =2
3 -1 -3 4
1 5 6 3

Después de indicar claramente la diagonal principal con una linea de puntos, se empezara el calculo con el

primer valor de dicha diagonal principal que tomaremos como pivote. Operando con transformaciones ele-
mentales de filas, se tendra:

Pivote

) 3 21 1 3 =2 11 3 =2
- 2721 2 =2 _ |0%=3 —4 2

-3 -1-=3 4 0 276 -2

1 5 63 0 4 35

Una vez conseguida la primera columna de ceros, nos fijamos en el segundo valor de la diagonal principal
que tomaremos como pivote. Este ha resultado ser un 3 (no es necesario fijarse en el signo, este se ajustard pos-
teriormente). A continuacién lo primero que haremos serd multiplicar por dicho pivote las dos dltimas filas, de
acuerdo con los dos pasos expuestos en el punto 1.14 2.° Caso 2.2 Forma).
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Pivote

1e= PASO

1\l 3 -2 11 3 =2

0%=3 -4 2| _ [0-=3 -4 2
3)|0 26 -2 0 618 -6
3)|0 4 3.5 0 12 915

Seguidamente multiplicaremos el pivote por los valores de la segunda fila, eso es (2) y (4), y sumandoselas
a las filas 3.2 y 4.2, quedara:

2.2 PASO
11 3 =2 11 3 =2
(4)(2) 0—3 -4 2 _ 0—3 -4 2
0 618 —6 0 010 -2
0 12 9.5 0 0 -7-23

Una vez conseguida la segunda columna de ceros, se procederd a conseguir la tercera, para ello el pivote serd

el tercer valor de la diagonal principal (10). Luego tendremos que multiplicar la dltima fila por dicho pivote y
terminar la operacién como se indica en este ejemplo:

Pivote

1e= PASO 2.0 PASO

1 3 2 11 3 =2
03344 2| _ 03 -4 2
0 010 =2/  (D|0 010 -2
10)|{0 0 -7-23 >0 0 —70-.230

de donde obtendremos la matriz triangulada siguiente:
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1.16 CALCULO DEL MAXIMO TRIANGULO DE CEROS EN MATRICES RECTANGULARES
Las matrices rectangulares no pueden ser trianguladas, puesto que no poseen diagonal principal como es

légico, sin embargo, se puede hallar el mayor tridngulo posible de ceros utilizando la pseudodiagonal definida
en 1.3.5.1, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.48 Hallar el méximo tridngulo de ceros en la siguiente matriz rectangular A:

1 0 2 1 0 2
A={2 1 -3 2 1 0
03 6 3 3 3

Como el orden de la matriz es (3,6), el maximo tridngulo de ceros serd el correspondiente a una matriz cua-
drada de orden 3 sefialada con una linea de puntos vertical, esto es:

pseudodiagonal
Pivote Pivote
(-2¥1po0 21 0 2 \10)/2102 10 2/10 2
121 -3 21 0] = (3){0~1 =7 0 1 —4| = |01 -7 0 1 —4
0 3-=6.3 3 3 >0 3=6 3 3 3 0 0~15:3 0 15

de esta forma se ha obtenido el maximo tridngulo de ceros posible.

Si la matriz rectangular es vertical, caben dos posibilidades, o se traspone la matriz y se realiza el calculo
como en el problema anterior, o se halla el maximo tridngulo de ceros directamente, como veremos en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.49 Hallar el maximo tridngulo de ceros en la siguiente matriz rectangular A:
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1 2 0
0 1 3

ao|2 -3 -6
1 2 3
0 1 3
2 0 3]

Como el orden de esta matriz es (6,3), el maximo tridngulo de ceros posible es el que se obtiene trazando
una linea de puntos horizontal para senalar la maxima matriz de orden 3, como se observa en la figura:

pseudodiagonal

Pivote Pivote Pivote

(=2)(=D(=2) |

Se observa que por debajo de la linea de puntos todos los términos son nulos.
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Conclusién
A la vista de estos dos procedimientos se podria afirmar que, siempre que lo permita el problema, se trabaja
mejor con la matriz «apaisada», por cuanto se realiza un menor nimero de operaciones.

1.17 PROBLEMAS RESUELTOS

Probleman.c 1

Hallar la matriz A sabiendo que es igual a la matriz B.

1 a-2 0 2 1 1 0 2
A= 9 0 d-1 0 B= 9 0 3 0
7 3-b c+ta 4 7 0 2 4
4 e+3 f 2 4 3 5 2
Solucién:
1 a-2 0 2 1 1 0 2
9 0 d-1 0|_[9 0 3 0
7 3-b c+a 4 7 0 2 4
4 e+3 f 2 4 3 5 2

Indicacién: igualar los términos que guardan la misma posicion relativa.

a—-2=1—>a=3
d—1=3—>d=4
3-b=0—>b=3
c+ta=2—>»c=-1
e+3=3—> =0

f=5
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Problema n.c 2

Hallar la traza de la siguiente matriz:

B

I
A W N
SN SR
W N W

Solucién:

T(A)=2+2+3=7

Problema n.° 3

Hallar el resultado de la siguiente operacién matricial:

A+B-C
donde:
1 0 4 1 -2 1 -1 1
A= -3 1 0 1 B= 4 2 6 2
3 4 3 1 0O 0 -3 2
5 0 2 0 -3 1 0 O
Solucién:
1 0 4 1 -2 1 -1 1 01 0 2
310 1|,|4 2 6 2| (4602
3 4 3 1 0O 0 -3 2 3 2 0 2
5 0 2 0 -3 1 0 0 5 0 0 2

U W = O

S D N~

o O O O

N O N W

[\STN NS (ST )

=)
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Problema n.c 4
Realizar la siguiente operacién matricial:

3A + B(A + 2C)

donde:
1 00 210 1 30
A={3 1 0 B=[2 1 0 C=|2 2 0
0 21 210 310
Solucion:
3A+B(A+2C)=3A+BA+2BC
1 0 0 21 0fj1 0 O 2 1 0|1 3 0f |16 17 O
3131 0(+|{2 1 0|3 1 O|+2(2 1 0|2 2 0(=22 20 O
0 2 1112 1 0|0 2 1 21 0|3 1 0 |13 23 3
Problema n.° 5
Con las siguientes matrices:
2
a=[1 2 01] y B=?
0
3

ses posible realizar las siguientes operaciones?:

AB 'y BA



Solucion:
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Si es posible efectuar las dos operaciones, puesto que el orden de la matriz A es (1,4) y el de la matriz B (4,1),

por tanto:

1) Orden operaciéon AB

Producto AB

2) Orden operacién BA

Producto BA

Problema n.c 6

(1,4) (4,1) = (1,1)

AB=[1 2 0 1] (O) -[5]

(4,1) (1,4) = (4,4)

Realizar la siguiente operacién matricial:

2 2 40
0 I:l 2 0 1:|= 0 0 O
0 0 0 O
3 3 6 0
1 0
1 2 0 -1 O01{0o O
3 -1 0 -2 2(|1 2
o 1 0 0 O01]|3 -3
0 O

W O O N





